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课题（章节

及内容）
4.4 非稳态导热问题的数值解法

教学目的

和要求

理解几种差分形式；

了解非稳态导热的显示和隐式格式；

了解扩散项离散时所取时间层的不同对计算带来的影响。

重 点

难 点

时间-空间区域的离散化；

非稳态项离散的方法。

教学进程

（含课堂

教学内容、

教学方法、

辅助手段等）

教学内容：时间-空间区域的离散化；非稳态导热方程的隐式格式；

边界节点的离散方程。

教学方法：讲授与练习、启发讨论、诱导式、归纳总结法。

作业布置

主 要

参考资料

《传热学》第四版，杨世铭，陶文铨，

高等教育出版社，2006 年 8 月

课后自我

总结分析

本章内容以分析推导为主，要求学生具有扎实的数学功底，课堂

上部分学生因高数基础不好而无法理解推导过程（如泰勒展开），

老师应尽可能对相关数学知识做复习补充。



山西能源学院教案

4-4 非稳态导热问题的数值解法

由前可知：非稳态导热和稳态导热二者微分方程的区别在于控制方程中多了

一个非稳态项，其中扩散项的离散方法与稳态导热一样。

一、一维非稳态导热时间——空间区域的离散化

1 、基本概念

如图 4-8 所示， x 为空间坐标，τ为时间坐标。

1 ）时间步长 ：指从一个时间层到下一个时间层的间隔 。

2 ）节点（ n, i ）——表示空间网格线与时间网格线的交点，即

表示了时间——空间区域中一个节点的位置，相应的记为： 。

2 、非稳态项的离散

非稳态项的离散有三种不同的格式：

1 ）向前差分

2 ）向后差分

3 ）中心差分

1 ）向前差分 （本书主要采用）

将函数 t 在节点（ n,i+1 ）对点（ n,i ）作泰勒展开，则有：

于是有

其中 0（ ）截断误差表示余项中 的最低阶为一次。

由上式得：函数 t 在节点（ n,i+1 ）对点（ n,i ）处一阶导数的向前差分

公式：

（ 4-10 ）

2 ）向后差分

将函数 t 在节点（ n,i-1 ）对点 (n,i) 作泰勒展开，可得 的向后差分公



式： （ 4-11 ）

3 ）中心差分

的向前差分与向后差分之和，即得 的中心差分表达式：

（ 4-12 ）

二、一维非稳态导热微分方程的离散方法

1 、泰勒级数展开法

1 ）一维非稳态导热微分方程中的扩散项离散与稳态导热微分方程中的方法相

同，则

对一维非稳态导热微分方程中 的扩散项 → 中心差分；

非稳态项 → 向前差分。

（ 1 ）非稳态项： 采用向前差分为：

（ 4-13 ）

（ 2 ）稳态项： 采用中心差分则为：

（ 4-14 ）

由此可得：

变形得：

（ 4-15 ）

由此可见，只要 i 时层上各节点的温度已知，那么 i+1 时层上各节点的温

度即可算出，且不需设立方程组求解。此关系式即为显式差分格式。



2 ）显示差分与隐式差分格式

求解非稳态导热微分方程，是从已知的初始温度分布出发，根据边界条件依

次求得以后各个时间层上的温度值。

⑴ 显示差分格式

定义：就是指若已知 i 时层上各节点的温度值，根据该差分格式即可算出

（ i+1 ）时层上各内点的温度，而不必求解联立方程。即 是前一时刻（ i ）

n 节点及相邻两节点温度的显函数。

优点：计算工作量小；

缺点：受时间及空间步长的限制。

⑵ 隐式差分格式

对一维非稳态导热微分方程 中的扩散项在 (i+1) 时层上采用中

心差分，非稳态项将 t 在节点（ n,i+1 ）处对节点（ n,i ）采用向前差分，

得： ( 4-16 )

式中，已知的是 i 时层上的值 ，而未知量有 3 个，无法求解 。

定义：就是指已知 i 时层上各节点的温度值 ，根据差分格式不能直接

算出 (i+1) 时层上各节点的温度，而必须求解（ i+1 ）时层上的一个联立方程

组，才能算出 (i+1) 时层各节点的温度，此种差分格式称隐式差分格式。

优点：不受时间及空间的步长影响；

缺点：计算工作量大。

综上可知： ① 非稳态导热微分方程中，扩散项采用中心差分，非稳态项采

用向前差分得到显式差分格式；

② 非稳态导热微分方程中，扩散项采用中心差分，非稳态项采用向后差分得到

隐式差分格式。

2 、热平衡法

1 ）优点：（ 1 ）不受网格是否均匀限制；



（ 2 ）不受物体是否为常数限制。

2 ）求解方法

如图 4-9 所示，一无限大平板，右侧面受周围流体的冷却，表面

传热导数为 h ，对于边界节点 N 代表了宽为 的元体。

对于该元体，根据傅立叶定律和能量守恒定律得：

=

变形为 （ 4-17 ）

其中 ——是以 为特征长度的傅里叶数，称网络傅里叶数，记为：

。

——是以 为特征长度的毕渥数，称网络毕渥数，记为： 。

一项变形如下：

所以 = （ 2 2 ） +2 +2

（ 4-18 ）

补充： 4-17 的推导过程

对于 的元体：

⑴ 根据傅立叶定律，在 i 时层上，从节点 N — 1 传导给节点 N 的热流量，

即从 N — 1 传给元体 单位面积的热流量为：

（ a ）

⑵ 根据牛顿冷却公式，平板右侧被冷却时，在 i 时层上其单位面积损失的热流

量为：

（ b ）

⑶ 在 i 时层上元体 热力学能的增量：

其中



⑷ 根据能量守恒定律可知：在 I 时层通过导热和对流进入元体 的能量应

等于元体热力学能的变化量，即

=

变形为： = （ 2 2 ） +2 +2

（ 4-18 ）

说明：对多维非稳态导热问题应用热平衡法来建立离散方程的原则与过程与

之类似。

三、讨论一维导热问题显式差分格式稳定性限制的物理意义

从离散方程的结构分析：

对于一维导热显式格式的内节点方程

， 其中

由方程式得知，点 n 上 i+1 时刻的温度是在该点 i 时刻温度的基础上计

及了左右两邻点温度的影响后得出的。若两邻点的影响保持不变，则合理的情况

是：

越高，则 越高； 越低，则 越低。

在上式中，满足这种合理性是有条件的，即上式中 前的系数必大于等于

零，即 (1-2 ) 0

亦即：

否则，将出现不合理情况。若 (1-2 )<0 ，则表明节点（ n,i ）在 i 时

刻的 越高，经 时段后， 越低，这种节点温度随时间的跳跃式变化是

不符合物理规律的，所以称该方程具有不稳定性。

2 、对于一维导热显示格式的对流边界节点方程：

得出合理解的条件是： 1- 2 0

即：



由此可见：（ 1 ）对流边界节点要得到的合理的解，其限制条件比内节点

更为严格，所以，当由边界条件及内节点的稳定性条件得出的 不同时，应

选较小的 来确定允许采用的 。

（ 2 ）对于第一、二类边界条件，其限制条件只有内节点的限制条件。

（ 3 ）内边界节点差分方程的稳定性条件不同，但在数值计算时，二节点又必

须选择相同的 x , 。因此，在选择了 x 后，则 的选择就要受到稳定条

件的限制，不能任意选择，而必须按两节点的稳定性条件分别计算 ，取其中

较小 作为时间步长，方能满足二者稳定性要求。

四、数值解法的求解步骤

1 、首先选择空间坐标间隔 ，即距离步长。对二维问题一般使 y= x ；

2 、对显式格式差分方程，根据方程的稳定性条件选择允许的最大时间步长 ；

在稳定性条件允许范围内， 越大，计算工作量越小，但精度较差；对一维问

题，一般取 ，即可满足工程精度要求；对于隐式差分方程， x ，

可任意选取，不必进行稳定性条件校核；

3 、按题意给定的初始温度分布，确定各节点上的温度初值 ；

4 、根椐建立的差分方程组，求 时刻各节点的温度 ；

5 、再由 为初值，换用 （即 i=2 ），重复 4 计算出 ，如此反复，

最后得到 i 时刻的 。
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